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L’objectif de cette tâche est de proposer des méthodes d’estimation des paramètres d’un Proces-
sus Markovien Déterministe par Morceaux (PDMP en abrégé). Le partenaire concerné est l’INRIA
CQFD. Les personnes sont R. Azaïs, F. Dufour et A. Gégout-Petit.

1 Contexte
L’un des objectifs du projet ANR Fautocoes est d’utiliser les PDMP pour modéliser les systèmes

physiques complexes et les phénomènes tels que la propagation de fissures dans les structures
mécaniques. La modélisation par les PDMP est intéressante dans ce contexte car elle permet de
s’appuyer sur les lois de propagation de fissures issues de la mécanique ; ces lois intevenant dans le
flot déterministe du PDMP. Il reste donc à modéliser les changements de régime de propagation
en des temps aléatoires par des changements stochastiques de loi mécanique ou des paramètres
de ces lois en cours de propagation. La variable physique (comme la longueur de la fissure) est
alors unPDMP. Une étape importante de la modélisation est donc l’estimation des paramètres de
la dynamique d’un PDMP. Le flot étant déterministe, cette estimation concerne essentiellement
l’estimation de l’intensité de saut λ et celle du noyau de transition q.

Le premier problème relève de l’analyse de survie. L’analyse de survie est un domaine de re-
cherche historique et particulièrement développé dans les études de fiabilité [8] et de biostatistique
[1] . D’un point de vue mathématique, un PDMP est un processus ponctuel marqué et les tech-
niques d’estimation de ces processus ont déjà été développée par de nombreux auteurs (voir [1], [2],
[4] et les références incluses). Cependant l’estimation de l’intensité d’un PDMP pose des problèmes
spécifiques dans la mesure ou l’intensité est fonction de la variable physique.

2 Approche
Nous nous proposons d’estimer l’intensité λ dans le contexte spécifique des PDMP. La définition

de l’intensité donnée par [3] est la suivante :

P (Tn+1 > t) = exp(−
∫ Tn+t

Tn
λ(Φ(Xs))ds)It<t∗(XTn ).

Mais de part les propriétés du flot Φ, on peut réécrire :∫ Tn+t

Tn
λ(Φ(Xs))ds =

∫ t
0
λ̃(XTn , s))ds.

Nous supposons que l’ensemble Z des valeurs possibles de X aux instants de saut, c’est-à-dire les
valeurs des XTn est fini, soit Z = {z1, z2, . . . , zl}. Si pour un zi donné, (XTn = zi),l’intensité de
Sn+1 = Tn+1−Tn est λ̃(zi, s). De part le caractère markovien d’un PDMP, pour tous les n tels que
(XTn = zi), l’intensité de saut de Sn+1 est la même. Si zi est récurrent, il est donc intéressant de
regarder le processus Xt sur un temps long pour faire des statistiques sur λ̃(zi, s).

L’estimation de l’intensité s’obtient en général à partir de celle de l’intensité cumulée qui est par
essence discontinue puisque constante par morceaux. Il convient donc de lisser l’intensité cumulée
pour obtenir l’intensité. Ce lissage peut-être obtenu par des méthodes à noyaux [9]. D’autre méthode
de lissage sont disponibles pour la densité d’une variable aléatoire sous l’hypothèse qu’elle soit
décomposable sur une base orthonormale de splines, par exemple Koo & al [6] et de Kooperberg
[7] estiment les coefficients de la décomposition d’une densité sur une base de fonctions splines.
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3 Résultats
Nous avons étudié le problème de l’estimation de λ̃(zk, s) dans le cadre présenté ci-dessus. Sous

l’hypothèse que le noyau de transition q ne dépend par du temps passé dans le mode sortant, on
peut proposer un estimateur de type Nelson Aalen car processus de comptage

Nt =
n∑
i=1

I{Si+1≤t}I{XTi=zk}

admet une intensité de type multiplicative dans la filtration

Ft = σ{Zi, ISi+1≤s, 0 ≤ s ≤ t; 0 ≤ i ≤ n}

cette filtration n’est pas du tout la filtration historique du PDMP qui elle voit apparaître les temps
(Ti+1 = Ti + Si+1, Zi+1) les après les autres alors que dans Ft les Zi sont tous connus à l’origine et
les Si démarrent tous à l’origine comme si on étudiait des temps de saut indépendants. Le caractère
markovien du processus et l’hypothèse sur le noyau implique que l’intensité de I{Si+1≤t}I{XTi=zk}
dans Ft est I{XTi=zk}λ̃(zk, s). Les estimateurs de type Nelson-Aalen sont donc adéquats pour cette
estimation et nous obtenons des résultats de normalité asymptotique quand n tend vers l’infini (ou
de manière équivalente le temps t).

D’autre part nous avons adapté les méthode de lissage de Koo & al et de [6] et de Kooperberg
[7] au problèmes de l’estimation de l’intensité par l’intermédiaire de l’estimateur de Nelson Aalen
de notre intensité. Nous les avons aussi étendus aux plus général de décomposition sur une base
orthonormale de fonctions régulières (splines, Fourier, polynômes, etc...)

4 Dissémination des résultats
Les résultats qui font l’objet de la thèse de Romain Azaïs, sont en cours de rédaction et devrait

être soumis pour publication dans le courant de l’année 2011.
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